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\mathbb{R} および \mathbb{C} をそれぞれすべての実数および複素数の集合とする。 \mathbb{R}_{+}=\{x\in \mathbb{R}:x\geq 0\}
および \mathbb{R}_{-}=\{x\in \mathbb{R}:x\leq 0\} とする。int (\mathbb{R}_{+}) およびint (\mathbb{R}_{-}) をそれぞれ \mathbb{R}_{+} および \mathbb{R}_{-} の
内部とする。 a, b\in \mathbb{R} に対して、 [a, b]=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x\leq b\}, [a, b[=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x<b\},
]a, b] =\{x\in \mathbb{R}:a<x\leq b\} および]a, b[=\{x\in \mathbb{R}:a<x<b\} とする。
本節を通して、 U を空でない集合とする。 U 上のファジイ集合 \overline{a} とそのメンバーシッ
プ関数を同一視し、その同一視されたメンバーシップ関数も \overline{a} : U\rightarrow[0 , 1 ] と表す。 U 上
のすべてのファジイ集合の集合を \mathcal{F}(U) とする。 \overline{a}\in \mathcal{F}(U) と  $\alpha$ \in ]  0 , 1] に対して、 \overline{a} の
 $\alpha$- レベル集合は
[\neg a_{ $\alpha$}=\{x\in U:\overline{a}(x) \geq $\alpha$\}
と定義される。クリスプ集合 S\subset U に対して、 S の指示関数は各 x\in U に対して
c_{S}(x) = \left\{\begin{array}{l}
1 \mathrm{i}\mathrm{f} x\in S\\
0 \mathrm{i}\mathrm{f} x\not\in S
\end{array}\right.
である c_{S} : U\rightarrow\{0 , 1 \} と定義される。また、各 x\in U に対して、 \overline{x}=c_{\{x\}} \in \mathcal{F}(U) とす
る。 \overline{a}\in \mathcal{F}(U) は
\displaystyle \overline{a}=\sup_{ $\alpha$\in]0,1]} $\alpha$ c_{[\neg a_{ $\alpha$}}
と表現でき、分解定理として知られている (例えば、[1] 参照)。
S(U)= { \{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]} : S_{ $\alpha$}\subset U,  $\alpha$\in]0 , 1], and S_{ $\beta$}\supset S_{ $\gamma$} for  $\beta$,  $\gamma$\in]0 , 1] with  $\beta$< $\gamma$}
とし、  M_{U} : S(U)\rightarrow \mathcal{F}(U) を各 \{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]} \in S(U) に対して




と定義する。 \{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]} \in S(U) と x\in U に対して
M_{U}(\displaystyle \{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]})(x)=\sup_{ $\alpha$\in]0,1]} $\alpha$ c_{S_{ $\alpha$}}(x)=\sup\{ $\alpha$\in]0, 1] :x\in S_{ $\alpha$}\}
と表せる。ただし、 \displaystyle \sup\emptyset=0 とする。また、分解定理は、 \overline{a}\in \mathcal{F}(U) に対して
\overline{a}=M_{U}(\{[\neg a_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]})
と表せる。
2^{\mathbb{R}} 上の順序の定義を与える。
定義1 A, B\subset \mathbb{R} とする。
A\leq B \Leftrightarrow \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f} B\subset A+\mathbb{R}_{+} and A\subset B+\mathbb{R}_{-}
\Leftrightarrow \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f} \forall v\in B_{j}\exists u\in A s.t. u\leq v
and
\forall u\in A, \exists v\in B s.t. u\leq v
A<B \Leftrightarrow \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f} B\subset A+\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathbb{R}_{+}) and A\subset B+\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathbb{R}_{-})
\Leftrightarrow \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f} \forall v\in B, \exists u\in A s.t. u<v
and
\forall u\in A, \exists v\in B s.t. u<v
ファジイ集合のレベル集合の順序を用いた \mathcal{F}(\mathbb{R}) 上の順序の定義を与える。
定義2 \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}) とする。
\overline{a}\preceq\overline{b} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f} [\neg a_{ $\alpha$}\leq [\overline{b}]_{ $\alpha$}, \forall $\alpha$\in]0, 1]
\overline{a}\prec\overline{b} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f} [\neg a_{ $\alpha$}< \overline{[b}]_{ $\alpha$}, \forall $\alpha$\in]0, 1]







以下本稿を通して、(X, d_{X} ) を距離空間とし、 (Y, d_{Y}) を距離 d_{Y} と零元 0_{Y} をもつ複素
ベクトル空間とし、(Z, \Vert . を零元  0_{Z} をもつ複素ノルム空間とする。ノルム空間 (Z, \Vert.
を考えるときは、 d_{Z} :  Z\times  Z\rightarrow \mathbb{R} が d_{Z}(x, y) = \Vert x-y x, y \in  Z と定義されていると
する。
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\overline{a}\in \mathcal{F}(\mathrm{X}) がコンパクトファジイ集合であるとは [\neg a_{ $\alpha$},  $\alpha$ \in]0 , 1] がコンパクト集合にな
るときをいう。また、 \mathcal{F}\mathcal{B}C(\mathrm{X}) を X上のすべてのコンパクトファジイ集合の集合とする。
次は、クリスプ集合に対するノルムと距離の定義である。
定義3
(i) A\subset Z とする。 \Vert A\Vert =\{\Vert z\Vert : z\in A\}\subset \mathbb{R} を A のノルムという。
(ii) A, B\subset X とする。 d_{X}(A, B)=\{d_{X}(x, y) :x\in A, y\in B\} \subset \mathbb{R} を A と B の間の距離
という。
定義3において、 \Vert A\Vert はノルム関数 \Vert\cdot\Vert :  Z\rightarrow \mathbb{R} の下での A の像を表わし、 d_{X}(A, B)
は距離関数 d_{X} : X\times X\rightarrow \mathbb{R} の下での A\times B の像を表わすことに注意。
命題1 A, B\subset Z とし、  $\lambda$\in \mathbb{C} とする。
(i)  A\neq\emptyset\Rightarrow\Vert A\Vert \geq\{0\}
(ii)  A=\{0_{Z}\}\Leftrightarrow\Vert A\Vert =\{0\}
(iii) \Vert $\lambda$ A\Vert =| $\lambda$|\Vert A\Vert
(iv) \Vert A+B\Vert \leq \Vert A\Vert+\Vert B\Vert
命題2  A, B, C\subset X とする。
(i) A\neq\emptyset, B\neq\emptyset\Rightarrow d_{X}(A, B) \geq\{0\}
(ii) A=B=\{x_{0}\} for some x_{0}\in X\Leftrightarrow d_{X}(A, B)=\{0\}
(iii) d_{X}(A, B)=d_{X}(B, A)
(iv)  A=\emptyset or  C=\emptyset or  B=\{y_{0}\} for some y_{0}\in X\Rightarrow d_{X}(A, C) \leq d_{X}(A, B)+d_{X}(B, C)
d_{Y} がtranslation invariant であるとは、任意の x, y, z\in Y に対して d_{Y}(y, z)=d_{Y}(y+
x, z+x) となるときをいう。 d_{Y} がhomogeneous であるとは、任意の x, y\in Y と任意の
 $\lambda$\in \mathbb{C} に対して d_{Y}( $\lambda$ x,  $\lambda$ y)= | $\lambda$|d_{Y}(x, y) となるときをいう。
命題3 A, B, C\subset Y とし、  $\lambda$\in \mathbb{C} とする。
(i) d_{Y}(A, B)=d_{Y}(A+C, B+C) が成り立つとは限らない。
(ii) d_{Y} がtranslation invariant ならば、 d_{Y}(A, B)=d_{Y}(A+x, B+x) , x\in Y となる。
(iii) d_{Y} がhomogeneous ならば、 d_{Y}( $\lambda$ A,  $\lambda$ B)=| $\lambda$|d_{Y}(A, B) となる。








(i) \overline{a}\in \mathcal{F}(Z) に対して、 \Vert\overline{a}\Vert \in \mathcal{F}(\mathbb{R}) を
\displaystyle \Vert\overline{a}\Vert(u)=\sup_{u=\Vert x\Vert}\overline{a}(x) , u\in \mathbb{R}
と定義し、 \Vert\overline{a}\Vert を \overline{a} のファジイノルムという。
(ii) \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(X) に対して、 d_{X}(\overline{a},\overline{b}) \in \mathcal{F}(\mathbb{R}) を
d_{X}(\displaystyle \overline{a},\overline{b})(u)=\sup_{u=d_{X}(x,y)}\min\{\overline{a}(x)_{)}\overline{b}(y)\}, u\in \mathbb{R}
と定義し、 d_{X}(\overline{a},\overline{b}) を \overline{a} と \overline{b} の間のファジイ距離という。
(iii) \overline{a}\in \mathcal{F}(X) , b\in X に対して、 d_{X}(\overline{a}, b) \in \mathcal{F}(\mathbb{R}) を
d_{X}(\displaystyle \overline{a}, b)(u)=\sup_{u=d_{X}(x,b)}\overline{a}(x) , u\in \mathbb{R}
と定義し、 d_{X}(\overline{a}, b) を \overline{a} と b の間のファジイ距離という。また、 d_{X}(b, \overline{a})=d_{X}(\overline{a}, b) と定
義し、 d_{X}(b, \overline{a}) を b と \overline{a} の間のファジイ距離という。
命題5 \overline{a}\in \mathcal{F}(\mathrm{X}) とし、 b\in X とする。このとき、 d_{X}(\overline{a}, b)=d_{X}(\overline{a}, c_{\{b\}}) となる。
命題6 \{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]} \in \mathcal{S}(\mathrm{Z}) とし、 \overline{a}=M_{Z}(\{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]})\in \mathcal{F}(\mathrm{Z}) とする。このとき
\displaystyle \Vert\overline{a}\Vert =M_{\mathbb{R}}(\{\Vert S_{ $\alpha$}\Vert\}_{ $\alpha$\in]0,1]})=\sup_{ $\alpha$\in]0,1]} $\alpha$ c_{\Vert S_{ $\alpha$}\Vert}
となる。
命題7 \{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]}, \{T_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]} \in  S(\mathrm{X}) とし、 \overline{a}= M_{X}(\{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]}) , \overline{b}= M_{X}(\{T_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]})
\in \mathcal{F}(\mathrm{X}) とする。このとき




(i) \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(\mathrm{V}) に対して、 \overline{a}+\overline{b}\in \mathcal{F}(V) を
(\displaystyle \overline{a}+\overline{b})(x)=\sup_{x=y+z}\min\{\overline{a}(y),\overline{b}(z)\}, x\in V
と定義し、 \overline{a}+\overline{b} を \overline{a} と \overline{b} の和という。
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(ii) \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(V) に対して、 \overline{a}-\overline{b}\in \mathcal{F}(V) を
(\displaystyle \overline{a}-\overline{b})(x)=\sup_{x=y-z}\min\{\overline{a}(y),\overline{b}(z)\}, x\in V
と定義し、 \overline{a}-\overline{b} を \overline{a} と \overline{b} の差という。
(iii) \overline{a}\in \mathcal{F}(V) と  $\lambda$\in \mathbb{C} に対して、  $\lambda$\overline{a}\in \mathcal{F}(\mathrm{V}) を
( $\lambda$\displaystyle \overline{a})(x)=\sup_{x= $\lambda$ y}\overline{a}(y) , x\in V
と定義し、  $\lambda$\overline{a} を \overline{a} の  $\lambda$ 倍という。
命題8 V を複素ベク トル空間とし、 \{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]}, \{T_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]} \in \mathcal{S}(\mathrm{V}) とし、 \overline{a} =
M_{V}(\{S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]}) , \overline{b}=M_{V}(\{T_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]}) \in \mathcal{F}(\mathrm{V}) とする。また、  $\lambda$\in \mathbb{C} とする。このとき
\overline{a}+\overline{b} = M_{V}(\{S_{ $\alpha$}+T_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]})
\overline{a}-\overline{b} = M_{V}(\{S_{ $\alpha$}-T_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]})
 $\lambda$\overline{a} = M_{V}(\{ $\lambda$ S_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in]0,1]})
となる。
命題9 V を複素ベクトル空間とし、 \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(V) とする。このとき
\overline{a}+(-1)\overline{b}=\overline{a}-\overline{b}
となる。
命題1 0 \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(\mathrm{Z}) とする。
(i) d_{Z}(\overline{a},\overline{b})= \Vert\overline{a}-\overline{b}\Vert
(ii)  d_{Z}(\overline{a},\overline{0}_{Z})=\Vert\overline{a}-\overline{0}_{Z}\Vert=d_{Z}(\overline{a}, 0_{Z})
命題1 1 \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(\mathrm{Z}) とし、  $\lambda$\in \mathbb{C} とする。
(i) [\neg a_{1}\neq\emptyset\Rightarrow[\Vert\overline{a}\Vert]_{1}\neq\emptyset\Rightarrow \Vert\tilde{a}\Vert \succeq\overline{0}
(ii) \overline{a}=\overline{0}_{Z}\Leftrightarrow \Vert\overline{a}\Vert =\overline{0}
(iii) \Vert $\lambda$\overline{a}\Vert =| $\lambda$|\Vert\overline{a}\Vert
(iv) \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}\mathcal{B}C(Z) ならば、 \Vert\overline{a}+\overline{b}\Vert \preceq \Vert\overline{a}\Vert+\Vert\overline{b}\Vert となる。
命題1 2 \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(\mathrm{X}) とする。
(i) [\neg a_{1}\neq\emptyset, [\overline{b}]_{1} \neq\emptyset\Rightarrow[d_{X}(\overline{a},\overline{b})]_{1}\neq\emptyset\Rightarrow d_{X}(\overline{a},\overline{b}) \succeq\overline{0}
(ii) \overline{a}=\overline{b}=c_{\{x\mathrm{o}\}} for some x_{0}\in X\Leftrightarrow d_{X}(\overline{a},\overline{b})=\overline{0}
(iii) d_{X}(\overline{a},\overline{b})=d_{X}(\overline{b},\overline{a})
(iv) d_{Y} はtranslation invariant かつ homogeneous であるとする。さらに、 \overline{a}', \sim c\in \mathcal{F}\mathcal{B}C(Y)
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とし、ある x \in  Y に対して \overline{b}' =c_{\{x\}} であるとする。このとき、 d_{Y}(\overline{a}', \hat{c}^{ $\gamma$}) \preceq  d_{Y}(\overline{a}',\overline{b}')+
d_{Y}(\overline{b}', \tilde{c}^{f}) となる。
命題1 3 \overline{a},\overline{b}, \overline{c}\in \mathcal{F}(Y) とし、  $\lambda$\in \mathbb{C} とする。
(i) d_{Y}(\overline{a},\overline{b})=d_{Y}(\overline{a}+\overline{c}, b + cりが成り立つとは限らない。
(ii) d_{Y} がtranslation invariant ならば、 d_{Y}(\overline{a},\overline{b})=d_{Y}(\overline{a}+c_{\{x\}},\overline{b}+c_{\{x\}}) , x\in Y となる。
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